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Тема: «Метод построения математической теории»

Автор: М. В. Рогатова

Основные цели:

1) сформировать представление о математической теории (на примере теории натуральных чисел) и аксиоматическом методе ее построения;

2) уточнить понятия аксиомы, теоремы, первоначального и определяемого понятий;
3) сформировать понятие рода и видового отличия понятия и умение выделять род и видовое отличие в определении;
4) повторить понятие определения;
5) тренировать умение называть определяемое понятие в определении и понятия, на которые оно опирается; повторить три типа задач на дроби и тренировать вычислительный навык при решении простейших задач на дроби.
Оборудование.

Демонстрационный материал:

1) определение определения:
	Определение – это предложение, в котором разъясняется значение нового слова.


2) признак определения:

	В определении смысл «нового» разъясняется через «старое».


3) задание на этапе актуализации:

	Понятием А называется понятие В, которое обладает признаком… .


4) пробное задание:

	Назовите род и видовое отличие в определениях из № 2 стр. 17.


5) план реализации проекта:

	План:

· понять для какого понятия указывается род и видовое отличие;

· проанализировать, как заполнена таблица;
· выявить, что такое род;

· выявить, что такое видовое отличие;

· заполнить таблицу в общем виде (последняя графа);

· сформулировать что такое род и видовое отличие, используя общую схему определения.


6) понятие рода и видового отличия:
	Если понятие А определяется через понятие В, то В называют родом для А, а указанные в определении новые существенные признаки А – видовым отличием А.


7) образец выполнения задания на этапе первичного закрепления:

	Определение понятия А
	Род для понятия А
	Видовое отличие понятия А

	Квадратом называется прямоугольник, все стороны которого равны.
	Прямоугольник.
	Все стороны равны.


8) логическая последовательность введения определений:

	…



	Неопределяемое 

понятие

Определяемое 

понятие 1

Определяемое 

понятие 2



	…

Первоначальное 

понятие
Определяемое 

понятие 1

Определяемое 

понятие 2




9) логическая последовательность введения математических утверждений:

	Аксиома


	Теорема 1


	…


	Теорема 2



	


10) аксиоматический метод построения математической теории:

	1) Выбирается перечень первоначальных понятий.

2) Основные свойства первоначальных понятий задаются системой аксиом.
3) Новые понятия вводятся с помощью первоначальных и ранее введенных понятий.

4) Новые утверждения (теоремы) доказываются только с помощью аксиом и ранее доказанных утверждений.


11) вопросы на этап рефлексии:

	· Что нового вы сегодня узнали?

· Какие знания вы открывали сами, какие знания вы получили от меня в готовом виде?

· Как вы открывали новые знания?

· Успешной была ваша работа на уроке?



12) понятие признака (характеристического свойства) понятия:
	Свойства, определяющие понятие или равносильные им, называют характеристическими свойствами, или признаками данного понятия.


Раздаточный материал:

1) таблица для анализа на этапе реализации плана:
	Определение понятия А
	Род для понятия А
	Видовое отличие понятия А

	Замкнутая ломаная называется многоугольником.
	Ломаная.
	 замкнутая.

	Острым углом называется угол, который меньше прямого.
	Угол.
	 меньше прямого.

	Пятиугольник – это многоугольник с пятью сторонами.
	Многоугольник
	имеет пять сторон.

	Понятием А _____________

понятие В, которое_____

______________________.
	Понятие___.


	__________________________

__________________________


2) эталон для самопроверки самостоятельной работы:

	Определение понятия А
	Род для понятия А
	Видовое отличие понятия А

	Понятие А определяется через понятие В
	понятие В называют родом для А
	указанные в определении новые существенные признаки А называются видовым отличием А.


	Четырехугольник – это многоугольник с четырьмя сторонами

	Многоугольник.

	Имеет четыре стороны.


	Четырехугольник, все углы которого равны, называется прямоугольником.
	Четырехугольник.

	Все углы равны.


	Соотношение между родовым понятием В и понятием А можно изобразить с помощью диаграммы Эйлера-Венна:




	В:

С:



	


3) карточка индивидуальной рефлексии:
	Отметь истинные утверждения:

1) Я понял(а), что такое род понятия в определении.___
2) Я понял(а), что такое видовое отличие понятия в определении.___
3) Я знаю, как определить род и видовое отличие понятия в определении.____
4) Я понял (а), в чем заключается аксиоматический метод построения математической теории.___


Ход урока

1. Мотивация к учебной деятельности

Цель:

1) включение учащихся в учебную деятельность;

2) организовать определение типа урока;

3) организовать деятельность учащихся по установке тематических рамок: построение математической теории;

4) создать условия для возникновения у ученика внутренней потребности включения в учебную деятельность.

Организация учебного процесса на этапе 1:
– Здравствуйте, ребята. Чему вы учились на предыдущих уроках? (Строить математические модели.)
– Этап работы с математической моделью (т.е. поиск ее решения) тесно связан с вопросом существования математической теории, позволяющей получить решение исходной задачи. Именно построению математической теории будут посвящены этот и несколько последующих уроков. Вам что-нибудь известно про методы построения математической теории? Тогда определите тип сегодняшнего урока.

– Математическая теория включает в себя не только те или иные теоретические факты, но и определения математических понятий. Проверьте, сможете ли вы выполнить задания, связанные с понятием определения.
2. Самостоятельная деятельность по известной норме и организация учебного затруднения

Цель:

1) организовать самостоятельное воспроизведение способов действий, достаточных для построения нового способа действий: понятие определения (определяемого понятия и понятий, на которое опирается определение), признак определения и логическую последовательность введения определений.
2) организовать приведение примеров на воспроизведённые способы действий;

3) зафиксировать воспроизведённые способы действий в речи;
4) зафиксировать воспроизведённые способы действий в знаках (эталоны);

5) организовать актуализацию мыслительных операций, достаточных для построения нового знания: анализ, сравнение, обобщение;

6) организовать обобщение актуализированных способов действий;

7) организовать представление спектра заданий, требующих использование нового способа действия;

8) организовать анализ пробного задания и возможности его выполнения;

9) организовать фиксацию возможных затруднений учащимися.

Организация учебного процесса на этапе 2:

Учащимся предлагается, работая в группах, подумать, что нужно вспомнить для выполнения № 33 из учебника. Представитель первой группы озвучивает ответ.
Возможный вариант ответа: нужно вспомнить, что такое определение; чем отличается определение от других предложений; как найти в определении определяемое понятие.
На доске фиксируются эталоны (Д−1) и (Д−2).
После чего учащимся предлагается выполнить это задание устно. Вторая группа озвучивает результат выполнения, остальные при необходимости уточняют, дополняют.
Вариант ответа: определениями являются предложения (в), (г), (е), так как в них разъясняется значения новых понятий. В определении (в) – определяемым понятием является составное число, определение опирается на понятия натурального числа и делителя; в (г) – определяемым понятием является четное число, определение опирается на понятия натуральных чисел и кратности; в (е) – определяемое понятие это отрезок, определение опирается на понятие прямой и точки.

– Вспомните, что такое признак понятия. На доску вывешивается эталон (Д - 12).

– Переформулируйте данные определения по такой схеме (Д−3): Понятием А называется понятие В, которое обладает признаком … .

Учащимся предлагается выполнить это задание устно. Третья группа озвучивает результат выполнения, остальные при необходимости уточняют, дополняют.
Возможный вариант ответа: составным числом называется натуральное число, которое имеет более двух различных делителей. Четными числами называются натуральные числа, которые кратны двум. Отрезком называется часть прямой, которая ограничена двумя точками.

После чего учащимся предлагается перейти к выполнению задания № 34 (на вопросы, которые касаются последовательности введения определений, учащиеся будут отвечать позже (на этапе включения в систему знаний)). Четвертая группа озвучивает результат выполнения, остальные при необходимости уточняют, дополняют. Можно ли переформулировать и эти определения по схеме (Д−3)?
– Что повторили?
− Следующее задание (Д−4) № 36 выполняет каждый самостоятельно. Каким является данное задание?

− Проанализируйте в группах задание и перечислите, какие затруднения могут возникнуть при выполнении этого задания?

Одна из групп озвучивает результат обсуждения, остальные при необходимости уточняют, дополняют.

Возможный вариант ответа: мы не сможем назвать род и видовое отличие в этих определениях. Мы не сможем обосновать то, что правильно указали род и видовое отличие.

− Что теперь вы должны сделать?

3. Выявление места и причины затруднения

Цель:
1) организовать восстановление выполненных операций;
3) организовать соотнесение возможных действий с используемыми эталонами (алгоритмом, понятием и т.д.);
3) организовать фиксацию места (шага, операции), где возникло затруднение;
4) на этой основе организовать выявление и фиксацию во внешней речи причины затруднения – тех конкретных знаний, умений или способностей, которых недостает для решения исходной задачи и задач такого класса или типа вообще;

5) организовать составление текста по фиксации места и причины выявленных затруднений.

Организация учебного процесса на этапе 3:
− Посовещайтесь в группах в течение минуты и ответьте на вопросы:

1) какое задание должны были выполнить;

2) чем могли воспользоваться при выполнении задания;

3) в каком месте и почему возникнет затруднение.

Одна из групп озвучивает результат обсуждения, остальные при необходимости уточняют, дополняют.

Возможный вариант ответа:

Надо было назвать род и видовое отличие в определениях. Можно было воспользоваться определением и признаком определения, общей схемой определения, но в них ничего не сказано про видовое отличие и род. Задание вызвало затруднение, т.к. не знаем, что такое род и видовое отличие и как их определять.
4. Построение проекта выхода из затруднения

Цель:

организовать построение проекта выхода из затруднения:

- учащиеся ставят цель проекта (целью всегда является устранение причины возникшего затруднения);
- учащиеся определяют средства (алгоритмы, модели, справочники и т.д.);
- учащиеся формулируют шаги, которые необходимо сделать для реализации поставленной цели;

Организация учебного процесса на этапе 4:
− Посовещайтесь в группах и сформулируйте цель дальнейшей деятельности.

Одна из групп озвучивает цель: узнать, что такое род и видовое отличие и как их определять.

Далее учитель раздает группам таблицы (Р−1), в которых верно определены вид и родовое отличие понятий для нескольких определений и предлагает подумать, как эта таблица поможет в достижении поставленной цели.

Одна из групп озвучивает вариант плана. Если группам будет трудно составить план работы, то учитель организует подводящий диалог, который позволит зафиксировать план работы.

План Д−5 вывешивается на доску.

5. Реализация построенного проекта

Цель:

1) организовать реализацию построенного проекта в соответствии с планом;
2) анализ полученных результатов в форме коммуникативного взаимодействия;

3) организовать фиксацию нового способа действия в речи;
4) организовать фиксацию нового способа действия в знаках (с помощью эталона);
5) организовать фиксацию преодоления затруднения;
6) организовать уточнение общего характера нового знания (возможность применения нового способа действий для решения всех заданий данного типа).

Организация учебного процесса на этапе 5:
– Что теперь вы должны сделать?

Работа организуется в группах.

После реализации плана группы предлагают свои варианты определения рода и видового отличия.

После согласования на доску вывешиваются эталон (Д−6).

− Вы достигли поставленной цели?

6. Первичное закрепление во внешней речи

Цель:
организовать усвоение детьми нового способа действий при решении данного класса задач с их проговариванием во внешней речи.

Организация учебного процесса на этапе 6:
№ 36 (б) 

Задание выполняется устно, с обоснованием.
Возможный вариант ответа: Составное число определяется через натуральное число, значит, родом для составного числа является натуральное число. Видовое отличие составного числа состоит в том, что оно имеет более двух различных делителей.
Четное число определяется через натуральное число, значит, родом для четного числа является натуральное число. Видовым отличием четного числа является его кратность двум.
– Что такое род (родовое понятие)? Что такое видовое отличие?

№ 36 (а (А)) 

Задание выполняется в парах. Решение оформляется таблицей (по аналогии с Р−1).
После выполнения задания учащиеся проверяют правильность выполнения задания по образцу (Д−7).

На доске рисуется диаграмма Эйлера–Венна для понятий данного определения. 
А:
Делается общий вывод о соотношении между понятием и его родовым понятием.

№ 37 (б)

Задание выполняется устно. 

Возможный вариант выполнения задания: определяемое понятие - целые числа. Определение опирается на несколько понятий: натуральное число, противоположное число, нуль. Таким образом, определяемое понятие (понятие А) определяется через несколько понятий (понятие В, понятие С, понятие D), поэтому говорить о роде и видовом отличии в данном определении нельзя.

Делается общий вывод: не во всех определениях можно выделить родовое понятие и видовое отличие.

7. Самостоятельная работа с самопроверкой по эталону

Цель:
1) организовать самостоятельное выполнение учащимися типовых заданий на новый способ действия;

2) организовать самостоятельное соотнесение работы с эталоном для самопроверки;

3) по результатам выполнения самостоятельной работы организовать составление текста рефлексии деятельности по применению нового способа действия.

Организация учебного процесса на этапе 7:
− Что дальше необходимо сделать?

Для самостоятельной работы учащимся предлагается выполнить № 36 (а (В, С)) с построением диаграммы Эйлера-Венна. 

Учащиеся выполняют самостоятельную работу и проводят самопроверку по эталону для самопроверки (Р−2).

− Проанализируйте в группах результаты выполнения самостоятельной работы:

· назовите, что было новым в задании;
· назовите, в каких местах и почему возникли затруднения.

Организаторы озвучивают результаты анализа работ.

8. Включение в систему знаний и повторение.

Цель:
1) Организовать выявление типов заданий, где используется умение выявлять род понятия

в определении. Отталкиваясь от логики введения определений понятий, перейти к 
знакомству с общей логикой построения математической теории.
2) Организовать повторение учебного содержания, необходимого для обеспечения содержательной непрерывности.
Организация учебного процесса на этапе 8:
Учащимся предлагается вернуться к  № 34 и ответить на вопросы к заданию: Какой должна быть последовательность определения указанных понятий при построении математической теории? Почему? 

Возможный вариант ответа: В       С       А. Чтобы ввести понятие квадрата, его род должен быть уже определен, т.е. перед этим определением дается определение прямоугольника. Чтобы ввести понятие прямоугольника, его род должен быть уже определен, т. е. перед этим определением дается определение четырехугольника. Рассуждая аналогично, понимаем, что перед определением четырехугольника должно быть определено понятие многоугольника. И т. п. В общем виде: Ввести определение понятия, можно только после того как введено его родовое понятие.

− Может ли процесс поиска ранее введенных понятий, на которые опираются новые понятия, продолжаться бесконечно? Какой выход из этого предложен в математике?
Чтобы ответить на эти вопросы из учебника, учащимся придется вспомнить о неопределяемых понятиях. 
После этого учитель вывешивает схему последовательности введения определений (Д−8). − Неопределяемое понятие принято называть первоначальным (заменяет в (Д−8) первую карточку). Приведите примеры первоначальных понятий в геометрии.
Далее строится беседа с учениками, в ходе которой учитель знакомит учащихся с понятием математической теории (на примере теории натуральных чисел) и аксиоматическом методе ее построения; уточняются понятия аксиомы, теоремы.
− На основе первоначальных понятий строится любая математическая теория. Например, теория натуральных чисел строится на таких первоначальных понятиях, как единица и натуральное число. Кроме определений любая математическая теория содержит математические утверждения, в которых говорится о свойствах понятий. Эти утверждения тоже можно выстроить в своеобразную цепочку.
Учитель вывешивает на доску (Д−9).

− Также как и с определениями начинают с некоторых первоначальных утверждений, истинность которых принимается без доказательства. Их называют аксиомами. Мы с вами знакомимся с аксиомами на уроках геометрии. В теории натуральных чисел тоже есть своя система аксиом, которую сформулировал Джузеппе Пеано. Остальные утверждения доказываются на основе аксиом. Эти цепочки объясняют, как строится любая математическая теория. Причем они взаимосвязаны. Аксиомы выбираются так, чтобы в них указывались основные свойства первоначальных понятий. Ведь нужно, чтобы человек, который только начинает изучать ту или иную теорию понял, что такое неопределяемые понятия (а определений-то им не дается!).
Учитель объединяет первые карточки в цепочках (Д−8) и (Д−9). И опираясь на эти логические цепочки, объясняет суть аксиоматического метода.

− Сначала выбирается перечень первоначальных понятий. Основные свойства этих первоначальных понятий, формулируются в аксиомах. Все новые понятия вводятся с помощью первоначальных и ранее введенных понятий. А все новые утверждения доказываются только с помощью аксиом и ранее доказанных утверждений. Такая логика построения математической теории называется аксиоматическим методом построения математической теории.

Вместо (Д−8) и (Д−9) доске фиксируется аксиоматический метод (Д−10).

Попробуйте поработать в «шуточной» математической теории, выполнив № 39 (а).
№ 39 (а)
Задание выполняется у доски одним из учащихся.

Возможный вариант выполнения задания:

Теорема: Яблоко – сладкое.
Доказательство: Яблоко является ториком (по опр.). Торик – сладкий (А2). Значит, Яблоко – сладкое, ч.т.д.
Теперь вы займетесь повторением.

№ 43
Возможный вариант выполнения задания: задание выполняется с комментированием с места, буквенное выражение составляется устно, записывается только, каким образом находится его значение при указанных значениях переменных. При этом учащиеся проговаривают правила нахождения части от числа, числа по его части, выраженной дробью, и как найти, какую часть одно число составляет от другого. Кроме того, повторяются приемы устного счета.
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9. Рефлексия деятельности на уроке

Цель:
1) организовать фиксацию нового содержания, изученного на уроке;
2) организовать рефлексивный анализ учебной деятельности с точки зрения выполнения требований, известных учащимся;
3) организовать оценивание учащимися собственной деятельности на уроке;
4) организовать фиксацию неразрешённых затруднений на уроке как направлений будущей учебной деятельности;
5) организовать обсуждение и запись домашнего задания;

6) организовать составление текста по рефлексии деятельности на уроке.

Организация учебного процесса на этапе 9:

Работая, в группах вы должны ответить на следующие вопросы.
На доску вывешиваются вопросы для рефлексии (Д−8).

· Что нового вы сегодня узнали?

· Какие знания вы открывали сами, какие знания вы получили от меня в готовом виде?

· Как вы открывали новые знания?

· Успешной ли была работа вашей группы на уроке?
Группы проводят рефлексию своей деятельности.

Одна из групп озвучивает ответы на   вопросы. 

− А теперь каждый из вас проанализируйте результат своей работы на уроке.

Учащиеся получают карточку рефлексии (Р−2), заполняют её.
Домашнее задание:

	п. 1.1.2.1 №47; № 48 (а), № 49. Найди определение ромба и укажи его род и видовое отличие.
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