Центр системно-деятельностной педагогики «Школа 2000…» АПК и ППРО


Глава 4. Квадратичная функция

§1. Квадратные уравнения

№287. 

Учащиеся должны заметить, что уравнения напоминают изученные ими неполные квадратные уравнения. Отметим, что это задание можно предложить более подготовленным учащимся в целях опережающего обучения, так как способ замены неизвестного будет изучаться далее.
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Пусть x2 = a.                                          

Тогда решим уравнение относительно a:


[image: image2.wmf].
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Выполним обратную замену:            

1 случай: x2  = 0 ( x = 0                   

2 случай: x2 = 3 (
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Ответ: {
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б) 
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Пусть x2 = a.
Тогда решим уравнение относительно a:

[image: image7.wmf].
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Выполним обратную замену
1 случай: x2 = 0 ( x = 0.
2 случай: x2 = 
[image: image8.wmf]5
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, тогда x ( (, так как x2  ≥ 0 при x ∈ R.
Ответ: {0}.

в) 
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Пусть |x| = b.  

Тогда решим уравнение относительно b: 
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Выполним обратную замену:

1 случай: | x| =  0 ( x = 0                 

2 случай: |x| = 
[image: image11.wmf]3
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Ответ:
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г)
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Пусть |x| = b.
Тогда решим уравнение относительно b:


[image: image15.wmf].
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Выполним обратную замену

1 случай: | x| =  0 ( x = 0 

2 случай: | x| = –4, тогда x ( (, так как |x|  ≥ 0 при x ∈ R
Ответ: {0}.
№307. 
Решение: 

а) 3x2 – 5(x + 6(2 = 0

Упростить уравнение нельзя. 

a = 3, b = –5( и c = 6(2  

D = b2 – 4ac. 

D = (–5()2 – 4·3·6(2 = 25(2 – 72(2 = –47(2 

D = –47(2 < 0, нет корней.     

Ответ: нет решений.

б)  9x2 – [image: image16.wmf]5
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x + 2 = 0

 Упростить уравнение нельзя.

a = 9, b = –6[image: image17.wmf]5

 (k = –3[image: image18.wmf]5

) и c = 2. 

D1 = k2 – ac.

D1 = (–3[image: image19.wmf]5

)2 – 9·2 = 45 – 18 = 27 

D1 = 27 > 0, два корня. 
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[image: image22.wmf];
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Ответ: 
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№333

Чтобы ответить на вопрос, сколько корней может быть у уравнения 
[image: image25.wmf]2
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, учащиеся могут обратиться к предыдущему заданию и обобщить свои наблюдения.

Так как 
[image: image26.wmf]22
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 становится квадратным: 
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.  Это уравнение в зависимости от значения дискриминанта может иметь один корень, два корня или не иметь корней. В последнем случае исходное уравнение также не будет иметь корней.

Рассмотрим случай, когда полученное квадратное уравнение имеет два корня n1 и n2.

Если одно из чисел n1 и n2 равно нулю, то возможны два случая.

1) n1 = 0 , n2 > 0 , уравнение | x | = n1  имеет один корень, уравнение  | x | = n2  имеет два корня, значит, исходное уравнение имеет три корня;

2) n1 = 0 , n2 < 0 , уравнение | x | = n1  имеет один корень, уравнение  | x | = n2  не имеет корней, значит, исходное уравнение имеет один корень;

Если ни одно из чисел n1 и n2 не равно нулю, то возможны три случая.
1) n1 > 0 , n2 > 0 , каждое из уравнений | x | = n1 и  | x | = n2  имеет два корня, значит, исходное уравнение имеет четыре корня;

2) n1 < 0, n1 < 0, каждое из уравнений | x | = n1 и  | x | = n2  не имеет корней, значит, исходное уравнение также не будет иметь корней;

3) n1 и n2  имеют разные знаки, тогда одно из уравнений | x | = n1 и  | x | = n2  имеет два корня, а второе корней не имеет, значит, исходное уравнение имеет два корня;

Рассмотрим случай, когда полученное квадратное уравнение имеет один корень n1 .

1) n1 > 0, уравнение | x | = n1  имеет два корня, значит, исходное уравнение имеет два корня;

2) n1 < 0, уравнение | x | = n1  не имеет корней, значит, исходное уравнение также не будет иметь корней.

3) n1 = 0, уравнение | x | = n1  имеет один корень, значит, исходное уравнение имеет один корень.

Ответ: у уравнения 
[image: image29.wmf]2
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 может быть один, два, три, четыре или ни одного корня.
Обращаем внимание на задания в №351–353. В результате работы с этими заданиями учащиеся знакомятся со специальными приемами вычисления корней квадратных уравнений. Сначала учащиеся в результате своих наблюдений формулируют свои гипотезы о свойствах найденных ими корней. Далее учащимся можно предложить доказать эти гипотезы (№353). В дальнейшем следует обращать внимание учащихся на использование выявленных ими приемов вычисления корней в удобных для этого случаях.

Рассмотрим, каким образом сформулированные учащимися гипотезы могут быть ими доказаны.

№353. 

а) Доказательство:

Покажем, что число 1 является корнем уравнения. 

Действительно, a∙12 + b∙1 + c = a + b + c = 0. 

Тогда по теореме Виета второй корень равен 
[image: image30.wmf]а
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.

б) Доказательство:

Покажем, что число –1 является корнем уравнения. 

Действительно, a∙(–1)2 + b∙∙(–1) + c = a – b + c = 0. Тогда по теореме Виета второй корень равен –
[image: image31.wmf]а
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.

№355. 

Можно воспользоваться теоремой, обратной теореме Виета.

Если х1 + х2 = –
[image: image32.wmf])
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 и х1 ·х2 = 
[image: image33.wmf]2
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, то х1 и х2 корни приведенного квадратного уравнения.

Подберем такие числа:

–
[image: image34.wmf])
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 = –2 + (–4
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То есть х1 = –2 и х2 = –4
[image: image38.wmf]2


Уравнение имеет два корня, один из которых рациональный и равен  –2.

Ответ: –2.

№366. 
Преобразуем выражение [image: image39.wmf]2
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так, чтобы выделить в нем сумму и произведение x1 и x2:
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Так как [image: image41.wmf]1
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 и [image: image42.wmf]2
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– корни данного квадратного уравнения, то по теореме Виета имеем: 
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1

52

2

1

=

=

×

x

x

.

Подставим эти значения в преобразованное выражение: 
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Ответ: [image: image46.wmf]2704

185

.
Пусть x1 и x2 корни данного квадратного уравнения. Тогда по теореме Виета должны выполняться одновременно два условия:

x1 + x2 = 12 и x1 · x2 = a.

По условию известно, что один из корней больше другого на 2[image: image47.wmf]5

.

Составим и решим систему двух уравнений с двумя неизвестными:
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А теперь найдем значение a:

[image: image49.wmf]31
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Ответ: a = 31.
№405. 

а) x2 + 4x + 2a = 0
Данное уравнение квадратное, количество его корней определяется знаком дискриминанта 
[image: image50.wmf]a

D

2

4

1

-

=

. Рассмотрим отдельно случаи[image: image51.wmf]0

1

>

D

, [image: image52.wmf]0

1

=

D

 и [image: image53.wmf]0

1

<

D

, при которых уравнение имеет, соответственно, два корня, один корень и не имеет корней.
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Значит, при [image: image57.wmf])
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 уравнение имеет два корня 
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Значит, при [image: image62.wmf]2
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 уравнение имеет один корень x = – 2 .
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Значит, при [image: image66.wmf])
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 уравнение не имеет корней.
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 корней нет.

в) ax2  + 2x – 3 = 0.

Рассмотрим два случая: a= 0 и a ≠ 0.
1) Если [image: image72.wmf]0
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, то уравнение линейное: 
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2) Если [image: image75.wmf]0
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, то уравнение квадратное, количество его корней определяется знаком дискриминанта 
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[image: image80.wmf]0

1

>

D

 ( 
[image: image81.wmf]0

3

1

>

+

a

 ( [image: image82.wmf]3

1

-

>

a

 (при этом [image: image83.wmf]0

¹

a

)
Значит, при [image: image84.wmf](
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 уравнение имеет два корня 
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Значит, при [image: image89.wmf]3
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 уравнение имеет один корень 
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Значит, при [image: image94.wmf])
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 уравнение не имеет корней.
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              при [image: image96.wmf]3
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              при [image: image100.wmf](
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 уравнение имеет два корня 
[image: image101.wmf]a
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№422. 
Решение.

Найдем через сколько секунд мяч будет находиться на высоте 4 метра, то запишем математическую модель для этой ситуации: –5t2  + 16t + 1 = 4

Решим полученное уравнение:

–5t2  + 16t – 3 = 0

...

Найдем через сколько секунд мяч будет находиться на высоте 4 метра, то запишем математическую модель для этой ситуации: –5t2  + 16t + 1 = 4

Решим полученное уравнение:
–5t2  + 16t – 3 = 0 

(воспользуемся формулами корней для второго четного коэффициента)
k = 8
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То есть мяч находился на высоте 4м дважды: при подъеме вверх через 0,2 с после удара по мячу и при падении вниз через 3 с после удара по мячу. Отсюда, мяч находился на высоте не менее 4 метров", начиная с конца 0,2 с и заканчивая третьей секундой, то есть 2,8 с.

Ответ: 2,8 с.

